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В данной статье с помощью вариационного принципа исследуются парамет-

рические колебания тонкой, подкрепленной перекрестными системами ребер, орто-
тропной  повреждающейся цилиндрической оболочки с вязкоупругим грунтом, находя-
щейся под действием внутреннего давления tppp 110 sinω+= (где 0p - средняя или 

основная нагрузка, 1p  - амплитуда изменения нагрузки, 1ω  - частота ее  изменения). 
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Устойчивость, колебания и расчеты на прочность тонкостенных 

элементов конструкций оболочечного типа,  контактирующие со средой 
играют важную роль при проектировании современных аппаратов, машин 
и сооружений. Для придания большей жесткости оболочки подкрепляют-
ся различными ребрами. Такие конструкции могут находиться в контакте 
с внешней средой и подвергаться не только статическим нагрузкам, но и 
динамическим, и допускать прогибы, соизмеримые с толщиной. Однако, 
поведению тонкостенных элементов конструкций, имеющих ребер, учет 
их дискретного расположения, влияния внешней среды исследованы не-
достаточно. Поэтому разработка математических моделей для исследова-
ния поведений подкрепленных оболочек, наиболее полно учитывающих 
их работу при динамических нагрузках, и проведение на их основе иссле-
дований устойчивости и колебаний, а также выбора рациональных пара-
метров конструкции, контактирующей со средой,  являются актуальными 
задачами. Решение такого типа задач представляет математическую 
трудность, которая углубляется учетом динамических эффектов, что не-
обходимо в задачах сейсмостойкости, вибрации, которые часто встреча-
ются в технике. Поэтому требуются разработки приближенного метода. 
Одним из приближенных методов является вариационный. Это объясня-
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ется еще тем, что он позволяет получить непротиворечивые приближен-
ные теории тонкостенных конструкций типа оболочек и стержней.  
       В данной статье с помощью вариационного принципа исследуются 
параметрические колебания тонкой, подкрепленной перекрестными сис-
темами ребер,  ортотропной цилиндрической оболочки при динамиче-
ском взаимодействии с вязкоупругим грунтом,  находящейся под дейст-
вием внутреннего давления. Построены зависимости зоны динамической 
устойчивости колебаний подкрепленной перекрестными системами ре-
бер, цилиндрической ортотропной оболочки в грунте от параметров кон-
струкции на плоскости нагрузка-частота, где учтена  повреждение в 
структуре оболочки, контактирующей с грунтом. 
          В работе [ ]1  приведены результаты исследования колебаний повре-
ждаемой ребристой цилиндрической оболочки, заполненной вязко-
упругой средой. Исследования параметрических колебаний нелинейной и 
неоднородной по толщине вязкоупругой гладкой цилиндрической обо-
лочки и нелинейно-вязкоупругого стержня со средой с применением мо-
дели Пастернака проведены  в работах [ ]2,3 .  Работа [ ]4  посвящена иссле-
дованию параметрических колебаний  нелинейной и неоднородной по 
толщине вязко-упругой цилиндрической оболочки, контактирующей с 
вязко-упругой средой  с учетом трения.  В работе [ ]5 приведены расчеты 
параметрических колебаний неоднородного по толщине вязкоупругого 
стержня в вязкоупругом грунте. Аналогичная работа для поврежденного 
вязкоупругого стержня в вязкоупругой среде рассмотрена в работе [ ]6 . 
Параметрические колебания   вязкоупругой  гладкой оболочки с учетом 
повреждаемости, заключенной в вязкоупругую матрицу исследованы в 
работе [ ]7 . В этих работах учитывается только нормальное составляющее 
контактного давления между гладкой оболочкой и средой.  

Для учета повреждаемости, образованные в процессе колебаний в  
структуре подкрепленной перекрестными системами ребер, ортотропной  
цилиндрической оболочки в грунте, находящейся под действием внут-
реннего давления применяется наследственная теория повреждаемости, 
разработанная для одномерного случая в [5] и развитая для сложно – на-
пряженного состояния в [6,7]. Согласно этой теории определяющие урав-
нения для однородного тела ( x -вектор-координата точки тела) записы-
ваются в виде: 

*
ij ij ijMε ε σ= + ⋅ , 

где E  - модуль Юнга,  *M -интегральные операторы наследственного ти-
па, описывающие процессы повреждаемости, и для которых имеют место 
представления: 
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Здесь  ),( τ−txM - ядро повреждаемости; ( )+−
kk tt ; -интервалы перио-

дов активного напряжения, способствующего росту повреждаемости; 
)( +

ktf -функция залечивания дефектов, зависящем от объема повреждае-
мости, накопленной за данный цикл. Например, значения 0)( =+

ktf  соот-
ветствует полному залечиванию дефектов, образовавшихся за данный 
цикл, а значения 1)( =+

ktf  отсутствию самого эффекта залечивания де-
фектов. Все промежуточные значения от нуля до единицы соответствуют 
эффекту частичной залечиваемой дефектов. Для определения интервалов 
( )+−

kk tt ;  необходимо задавать специальные условия. Их удобно формули-
ровать для конкретной задачи с учетом специфики конструкции, условия 
ее работы и вид  нагружения. В данной работе так и поступается, и по-
добные условия будут сформулированы ниже. 
      Предположим, что интенсивность нагрузки, действующий на оболоч-
ку со стороны бесконечного  вязкоупрукого грунта можно написать в 
следующим виде: 

( ) ( )
t

z cq k w t w dτ τ τ
−∞

= − Γ −∫ ,                                                   (1) 

где Γ - ядро релаксации [ ]10 , w  - прогиб оболочки, а -  коэффициент 

ck определяется из решений упругой задачи : 
в случае малых инерционных воздействиях грунта 

( ) ( ) ( )( ){
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 * * ' * *2

' *
*2 *2 2 2 * * ' * *2 2 * *3

*

' *
* 2 * * ' * *3

*

2 1 2 2

2 2 2

2 3 2 2 2

c s s n n

n
n n

n

n
s n n

n

k K k k K k k

K k
k k n n k k K k k n K k k

K k

K k
k n n K k k K k k

K k

µ ν

ν

−= − ∆ − + ×

 
× − + − − + × 
  
 

× − − + − × 
  

   

  ( ) ( )
( )

' *
* 2

*2 3 2 2n
s

n

K k
k n

K k
ν

 × − − 
  

                                                            (2) 

в случае, когда инерционные действия грунта  существенно 
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В выражениях (2) и (3)  k, n, te γγ ,   - волновые числа, nK - модифи-
цированная функция Бесселя второго рода n-го порядка, 
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В работе ядро релаксации  Γ  принято в виде: tAe β−Γ = ( ,A β −  характер-
ные постоянные). 

Таким образом, решение задачи для оболочечной конструкции, ма-
териал который следует вышеприведенным деформационным соотноше-
ниям, наследственной теории повреждаемости, а учет влияния грунта 
представляет собой достаточно сложную математическую задачу, труд-
ность решения которой усугубляется учётом динамических эффектов, 
крайне важных для задач сейсмологии и виброзащиты. Получение анали-
тических решений здесь крайне проблематично, а в большинстве случаев 
просто невозможно. В этом случае актуальным является разработка при-
ближенных методов решения, в частности, вариационных. 

Постановка задачи.  Рассмотрим подкрепленную перекрестными 
системами ребер ортотропную цилиндрическую оболочку кругового се-
чения радиуса R , толщиной h2 , длиной  , контактирующей с  вязкоуп-
ругим грунтом. Предполагается, что торцы оболочки шарнирно закрепле-
ны, т.е. при ;0=x  имеет место:  

0;0;0;0 ==== υwMN xxxx , 
где xxN  - осевое усилие, xxM  - изгибающий момент, υ,w  - компоненты 
вектора перемещения точки оболочки-прогиба и радиального перемеще-
ния, соответственно. 
      Для решения поставленной задачи применяется вариационный прин-
ципа Остроградского-Гамильтона. Согласно этому принципу истинные 
траектории отличаются от других возможных траекторий тем, что для 
первых должно выполняться условие 

( )
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' 0
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t

K W dtδ δ δ− Π + =∫
.                                                (4) 

Здесь по K  понимается кинетическая энергия системы, под Π −потенци-

 86 



альная энергия и под 'Wδ − сумма элементарных работ внешних сил, 
[ ]0 1,t t - отрезок времени, в котором происходит процесс движения. 
      В том случае, когда все силы, действующие на систему, имеют потен-
циал, равенство (4) получает вид 
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 ,                                                (5) 

где            ( )
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0

t

t

S K dt= −Π∫
 

- действие по Гамильтону. Это последнее равенство выражает известный 
принцип Гамильтона-Остроградского. 

Для описания деформированного состояния ребер, кроме трех состав-
ляющих перемещений центров тяжести их поперечных сечений ( , ,i i iu wϑ  и  

, ,j j ju wϑ , соответственно, для i − го продольного и j − го поперечного 

стержней), необходимо определить также углы закручивания kpiϕ  и kpjϕ . 
Учитывая, что согласно принятым гипотезам имеют место постоян-

ство радиальных прогибов по высоте сечений, а также вытекающие из 
условий жесткого соединения ребер с оболочкой равенства соответст-
вующих углов закручивания, записываем следующие соотношения: 
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Здесь 1 10,5 , 0,5 ,i i j jh h H h h H= + = +  h − толщина оболочки, 1
iH  и 1

jH −  рас-
стояния от осей i − го продольного и j − го поперечного стержня до по-
верхности оболочки, ix  и  iy - координаты  линий сопряжения ребер с 
оболочкой, 

,i kpiϕ ϕ  и  ,j kpjϕ ϕ − . углы поворота и закручивания поперечных се-
чений, соответственно, продольных и поперечных стержней. 
         Полная  энергия упругой деформации ортотропной, подкрепленной 
перекрестными системами ребер, повреждающейся цилиндрической обо-
лочки имеет вид: 
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y y R y

ϕ ϕ ∂ ∂   ∂
+ − + + +   ∂ ∂ ∂    

2 2

1 1

2 2 2

0

x y

x y

u v wh dxdy
t t t

ρ
 ∂ ∂ ∂     + + + +      ∂ ∂ ∂       

∫ ∫                                                       (7) 

22

1

2 2 2 2

1

yk
j j j крj крj

j j
j jy

u w J
F dx

t t t F t
ϑ ϕ

ρ
=

 ∂ ∂ ∂ ∂       
+ + + +        ∂ ∂ ∂ ∂         
∑ ∫   , 

где 
1

11
1 2

;
1

Eb
ν ν

=
−

2
22

1 2

;
1

Eb
ν ν

=
−

2 1 1 2
12

1 2 1 21 1
E Eb ν ν
ν ν ν ν

= =
− −

 , 1 2,E E  - основные модули упругости ор-

тотропного материала, радиус срединной поверхности оболочки, 
толщина оболочки,  составляющие перемещений точек сре-

динной поверхности оболочки, 21 , xx  - координаты криволинейных краев 
оболочки; kpiyizii JJJF ,,,  , , ,j zj yj kpjF J J J - площадь и моменты инерции 
поперечного сечения i − го продольного и j −  го поперечного стержня 
относительно оси Oz , и оси параллельной оси Oy  и проходящей через 
центр тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении; ii GE ,  

,j jE G - модули упругости и сдвига материала −i го продольного и j −  го 
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поперечного стержня, t  - временная координата, tt 01 ω= , 
( )

1
0 2 2

01
E

R
ω

ν ρ
=

−

, 

0ρ , ,iρ  jρ  - плотности материалов, из которых изготовлены оболочка,  
−i й продольный и j − й поперечный стержень,  соответственно. 

Выражения для внутренних сил  и моментов представим следующим образом: 
                    (8) 

; ;  . 
Напряжения   и деформации в срединной поверхности в соотношени-
ях (8) определяются следующим образом: 

(9)
 

2 2 2

11 22 12 11 22 122 2; ; ; ; ; 2u v u v w w ww
x y y x x y x y

ε ε ε χ χ χ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + = = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

     Потенциальная энергия внешних поверхностных и краевых нагрузок, 
приложенных к панели, определяется как работа, совершаемая этими на-
грузками при переводе системы из деформированного состояния в на-
чальное недеформированное и представляется в виде  

( ) ( )
2 2 2

2

1
1 1 1

0 2 2 2 2 2

x y x
y y

z y y
x y x

A q p wdxdy S u T Q w M dxϑ ϕ
=

=
= − + − + + +∫ ∫ ∫               (10)  

Аналогично потенциальные энергии внешних краевых нагрузок, прило-
женных к торцам, соответственно,  i − го продольного и j − го попереч-
ного стержня, определяются следующими выражениями  (принимается, 
что к ребрам приложены только краевые нагрузки): 

( ) 2

1
1 ,

x x

i i i i i i i i i i zi kpi kpi x x
A Tu S Q w M M Mϑ ϕ ϕ ϕ

=

=
= − + + + + +             (11)   

( ) 2

1
1

y y

j j j j j j j j j j zj kpj kpj y y
A S u T Q w M M Mϑ ϕ ϕ ϕ

=

=
= − + + + + + . 

 Для определения стационарного значения функционала (7) применим метод 
Ритца. Исходя из ожидаемой физической картины колебания цилиндриче-
ской оболочки неизвестные варьируемые величины ищем в виде:  

0 1 0 1

0 1 11 10 11

11 10 11 12 30

cos sin( )( cos sin ); sin cos( )( cos sin )

sin sin( )( cos sin ); sin sin( )( cos sin )

cos sin( )( cos sin ); cos cos( )( cos

x xu m u t u t m v t v t
l l
x xw m w t w t N m N t N t

l l
x xM m M t M t M m M

l l

π πϕ ω ω ϑ ϕ ω ω

π πϕ ω ω ϕ ω ω

π πϕ ω ω ϕ

= + = +

= + = +

= + =

 

  
31 sin )t M tω ω+ 

 

12 30 31

22 20 21

cos cos( )( cos sin );

sin sin( )( cos sin )

xN m N t N t
l

xN qR m N t N t
l

π ϕ ω ω

π ϕ ω ω

= +

= − + +

 

 
                     

(12) 
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22 20 21sin sin( )( cos sin )xM m M t M t
l
π ϕ ω ω= +  , 

где m  - число волн в окружном направлении, ω - частота колебания ис-
комых величин 11 22 12 11 22 12, , , , , , , ,u w N N N M M Mϑ . Член в выражении для 
окружного напряжения указывает на аналог аппроксимации с аппрокси-
мацией для статики. В интегральных членах операторов повреждаемости 
периоды активного нагружения ],[ +−

kk tt  определяются по приведённым 
выше аппроксимациям при условии их убывания; это 

2 ;2
2

bbk arctg k arctg
a a

π π ω π  − + + +    
, где a  и b  - соответственно, коэф-

фициенты при cos tω  и sin tω  в аппроксимационных представлениях. 
Характерное время T  будем определять как наибольшее из +

nt . Подста-
вим аппроксимации (12) в функционале (7) и учитывая, что 

1 2 1 2 0 10, , 0, 2 , 0,x x L y y t t ππ
ω

= = = = = = проинтегрируем по ,x y  и t . Тогда полу-

чаем функцию  от искомых величин 0 1 0 1 0 1, , , , ,u u w w ϑ ϑ  
10 11 20 21 30 31, , , ,N N N N N N       

10 11 20 21 30 31, , , , ,M M M M M M      . 
Стационарное значение полученной функции  определяется из следую-
щей системы: 

0 1 0 1 0 1

10 11 20 21

1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 0;5) 0; 6) 0;

7) 0; 8) 0;9) 0; 10) 0;

J J J J J J
u u w w

J J J J
N N N N

ϑ ϑ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂

     

   

                   

(13) 

30 31 10 11 20

11) 0;12) 013) 0; 14) 0; 15) 0;J J J J J
N N M M M
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    

    

21 30 31

16) 0; 17) 0; 18) 0.J J J
M M M
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

  

  
 

Приравнивая главный определитель системы (13) к нулю, получим  урав-
нение для  нахождения критической силы устойчивости цилиндрической 
ортотропной оболочки с вязкоупругим грунтом, с учетом повреждение в 
структуре оболочки: 

det 0 ( , 1,2,3,...,18)ija i j= = .                                          (14) 
Уравнение (14) реализовано численно при следующих исходных данных: 

2 4 4
.5,75 ; 19,9 ; 0,48 ;j хj kp jF мм I мм I мм= = = 1m = ; ( ) 1M t constτ β− = = ;

0,3;v = ( ) 0,5kf t+ = ; 160 ;R мм=
3

0 7,8 /г смρ = 10,1375 10ih R−= ⋅

1
1 800 ; 0,1591 10 ;

2
iFL мм
Rhπ

−= = ⋅ 9 26,67 10 / ;iE н м= ⋅ 1 0,07;β =

 90 



6
3 0,8289 10 ; 0,45 ;

2
yiI

h мм
R hπ

−= ⋅ = . 6
3 0,5305 10

2
kp iI
R hπ

−= ⋅ ;  

1 20,1615; 0,05; 15, 5.A k kβ= = = =
9 26,67 10 / ; 1,39 ;i j jE E н м h мм= = ⋅ =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

На рис.1 приведены зависимости зоны динамической устойчивости от па-
раметров конструкции на плоскости «нагрузка-частота» и представлены в виде 
кривой. Эта кривая разделяет плоскость на две области: для точек одной из ко-
торого колебания ограничены, а для другой – не ограничены во времени. 
Сплошная линия соответствует поврежденной, а пунктирная – неповрежденной  
оболочке. Счет показывает, что учет вязкости материала среды и повреж-
даемости приводит к снижению значения критической силы устойчивости рас-
смотренной системы по сравнению с критической силы той же системы, когда 
среда чисто упругая.  Кроме того, расчет показывает, что учет анизотропии ма-
териала  оболочки приводит к сужению устойчивых зон оболочки.  
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ÇARPAZ SİSTEMLİ QABIRĞALARLA BƏRKİDİLMİŞ, ORTOTROP,  
ÖZLÜ QRUNTLA ƏLAQƏDƏ OLAN ZƏDƏLƏNMİŞ SİLİNDRİK  

QABIĞIN PARAMETRİK RƏQSLƏRİ  
 

F.S.LƏTİFOV, M.Z.YUSİFOV  
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə tppp 110 sinω+=  daxili təzyiqin təsiri altında olan (burada; 0p -orta və 

ya əsas yük, 1p -yükün dəyişmə amplitudası, 1ω -onun dəyişmə tezliyidir), nazik, çarpaz 
sistemli qabırğalarla bərkidilmiş, özlü qruntla təmasda olan ortotrop zədələnmiş silindrik 
qabığın variasiya prinsiplərinin köməyilə parametrik rəqsləri tədqiq olunur.  

 
Açar sözlər: parametrik rəqslər, həlqəvi qabırğalarla bərkidilmiş, zədələnmə, qabıq, ortotrop. 
 

PARAMETRICAL FLUCTUATIONS OF THE DAMAGED CYLINDRICAL COVER 
RELATED WITH CROSS SYSTEMED ORTOTROPIC AND VISCOELASTIC SOIL  

 
F.S.LATIFOV, M.Z.YUSIFOV  

 
SUMMARY 

 
In this article, by means of the variation principle, parametrical fluctuations of the damaged cy-

lindrical cover supported with cross systemed ortotropic and viscoelastic soil which is under the influ-

ence of the internal pressure of tppp 110 sinω+=  are investigated (where 0p - average or main 

loading, 1p - amplitude of change of loading, 1ω -the frequency of its change). 
 
Key words: parametrical fluctuations, damage, cover, ortotropic. 
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